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Kaja kommer med en prestekrage i handa. Hun kan fgle, smake og lukte pa prestekragen.
Hun kan lzere leken med 3 plukke ut ett og ett kronblad for @ se om hun blir gift. Hun kan fa
mange fysiske erfaringer med hva en prestekrage er, og hva den bestar av. Hva om hun skal
gjore det samme med tallet fire? Det lar seg ikke direkte fgle, smake og lukte pa. Hun kan ta
og fele pa en mengde med fire brikker, telle en — to — tre — fire og skrive fire med
tallsymbolet 4. Dette er ulike representasjoner for begrepet fire, men begrepet i seg selv er

abstrakt.

Matematiske objekter er abstrakte, og derfor er de bare tilgjengelige gjennom ulike
representasjoner (Duval, 2006). | denne artikkelen blir matematisk objekt* brukt om

matematiske begreper, ideer og operasjoner.

Tallet fire er et eksempel pa et matematisk begrep. Det matematiske objektet fire er knyttet
bade til antallet fire og plasseringen det har i en rekkefglge av tall. Det kan framstilles pa
ulike mater, med ulike representasjoner: ved a vise fire fingre, skrive tallet fire, si fire,

plassere tallet 4 pa tallinja, osv.

Det matematiske objektet kommutativ egenskap i addisjon TN LY
er et eksempel pa en matematisk idé. Den matematiske P e s e e d
ideen er at rekkefglgen ikke har betydning for helheten nar o 1 2z 3 4 5 6 71 8 5 10

man slar sammen to mengder. lllustrasjonen til hgyre viser P o0 _ 00 o0
o ©00 00 o

Figur 1 Den kommutative egenskapen i
pa to ulike mater, ved hjelp av tallinja og med konkreter. addisjon

hvordan den kommutative egenskapen kan representeres

Det matematiske objektet addisjon er et eksempel pa en operasjon. Det innebaerer at man
kan legge til en endring, sla sammen mengder, sammenligne og utligne ulikheter. Addisjon
kan representeres ved hjelp av tallinja, konkreter, symboler osv. Addisjon kan ogsa
representeres ved ulike kontekster. Her er fire eksempler:

1. Kari har tre drops. Hun far to til. Hvor mange drops har Kari?

2. Kari har tre bla og fire gule drops. Hvor mange drops har Kari?

1 Begrepet matematisk objekt brukes pa ulike mater i faglitteraturen. For & gjgre teksten lettere & lese har jeg
valgt a bruke begrepet om begrep, ideer og operasjoner.
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3. Kari har 13 drops. Hilde har 5 flere. Hvor mange drops har Hilde?
4. Kari har tre drops. Hun far fire til. Da har hun like mange som Hilde.

Hvor mange drops har Hilde?

Disse fire eksemplene viser ulike aspekter ved addisjon.

A kunne bruke matematiske representasjoner og oppdage sammenhenger mellom ulike
representasjoner er en viktig del av a utvikle dyp matematisk forstaelse (Kilpatrick, Swafford,
& Findell, 2001; Niss & Jensen, 2002; Utdanningsdirektoratet, 2018). Tegn og symboler har
stor betydning nar man skal arbeide med og forsta matematikk. En representasjon er ikke
identisk med det matematiske objektet. Ensidig vektlegging av tegn og symboler som
representasjoner kan gi inntrykk av at tegnene og symbolene er matematiske objekter. Vi
ma arbeide med ulike representasjoner, slik at elevene ser det matematiske objektet pa

ulike mater, og dermed utvikler god forstaelse av hva det matematiske objektet er.

Det er vanlig 3 vise til fem ulike representasjoner for matematiske objekter: visuelle,

konkreter, kontekst/hverdagssituasjoner, verbale og symbolske (Kilpatrick et al., 2001; Lesh,

Cramer, Doerr, Post, & Zawojewski, 2003), se figur 2.

Med
konkreter
Matematisk

objekt

Ien
kontekst/
hverdags-
situasjon

Figur 2 Representasjoner for matematiske objekter

Disse representasjonene er tilsynelatende veldig ulike, men de er uttrykk for samme
matematiske objekt. For @ kunne utvikle dyp forstaelse i matematikk ma man veere i stand til
a se sammenhenger mellom de ulike representasjonene. Det blir viktig nar man skal lzere
matematikk. Pedagogen ma legge til rette for at elevene mgter ulike representasjoner i

undervisningen, og trekke fram sammenhengene mellom representasjonene. Figur 3 viser
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ulike representasjoner av brgken %. | arbeidet med brgk er det viktig at elevene ser

sammenhenger og kan kjenne igjen brgken i de ulike representasjonene.

~

Eksempel: Brok
Symbolsk | Visuelt Verbalt len Med konkreter
kontekst
3 — Tre Fire barn 8 aEEs
f } } } ' firedeler | deler tre
° 3 ! sjokolader wage c
likt A NN T
daadaab

-

/

Figur 3 Ulike representasjoner av brgken 3/4

4av12

Siden matematiske objekter er abstrakte, vil man mgte ulike representasjoner nar man

arbeider med matematikk. Representasjonene kan enten bearbeides eller konverteres. Nar
man jobber innenfor samme representasjon, bearbeider man den. Hvis man derimot skifter

mellom ulike representasjoner, )
Bearbeider

konverterer man mellom ulike =

representasjoner (Duval, 2006). For a
utvikle dypere matematisk forstaelse
er det viktig at man gjgr begge deler:

bade bearbeider innenfor samme

representasjon og konverterer mellom

ulike representasjoner (figur 4).

0

Konverterer

4

7

':::-/:ﬁ—:\-::::

= 443=7

0

4

7

Arbeider man bare med konkreter, vil
man ikke utvikle forst3else av tall og Figur 4 Eksempel pG bearbeiding og konvertering

symboler. Det er ngdvendig a knytte representasjonene sammen og vise at de er to sider av
samme sak. For elever som presterer lavt i matematikk, er det saers viktig a oppdage

sammenhenger mellom ulike representasjoner.
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Egenskaper ved ulike representasjoner

Det er viktig a tenke igiennom hensikten med valg av representasjoner. Hvilke
representasjoner som er hensiktsmessige for a utvikle bedre forstaelse, kan vurderes ut fra
felgende fem egenskaper: synlighet, effektivitet, generalitet, klarhet og presisjon (Kilpatrick
et al., 2001). A vurdere representasjoner ut fra disse egenskapene er nyttig for & kunne velge

representasjoner som er hensiktsmessige.

Ulike representasjoner kan stgtte opp om og synliggjgre matematiske objekter, men elevene
selv ma konstruere objektene mentalt. Med utgangspunkt i de fem egenskapene kan
laereren vurdere i hvilken grad en representasjon vil vaere til stptte for elevene i forstaelsen
av det matematiske objektet. Vi skal se et eksempel pa vurdering ut fra de fem
egenskapene: forstaelse av posisjonssystemet. Det matematiske objektet her er ideen om at

ti kan vaere én tier, men ogsa ti enere.

Synlighet: Nar man skal vurdere synlighet, kan man spgrre i hvilken
grad den valgte representasjonen viser det matematiske objektet. Den @ “.
matematiske ideen om at ti kan veere én tier eller ti enere, vil veere mer ‘
synlig i base 10 materiell eller i hundrerutenett enn i penger. Base 10

Figur 6 Proporsjonal
materiell er ferdiggruppert, og forholdet mellom enere og tiere er representasjon
proporsjonalt — en tier er ti ganger stgrre enn en ener. Centikuber,

pinner i bunter, kuler i skaler og tellebrikker er eksempler pa

proporsjonale konkreter. Det er ikke like innlysende at ti

enkronemynter er det samme som en tikronemynt. En tikronemynt er i/ 6 jkke proporsjonal

i i representasjon
ikke ti ganger stgrre enn en enkronemynt.

Effektivitet: Det er gnskelig at elevene utforsker effektive representasjoner. Utforskingen

ma ga i takt med elevenes forstaelse. De symbolske

representasjonene er effektive, men setter store krav til at \\\ o‘

elevene forstar hva de kommuniserer. Elever som har ‘

behov for a se alle hundrerne og tierne, kan synes at base ’ I /D \ l// :

10 materiell er mer effektivt enn 3a tegne alt. Pa sikt kan Figur 7 Fra base 10 materiell til tegning
5
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tegning bli mer effektivt enn a bruke base 10 materiell om man utvikler effektive mater a

tegne hundrere, tiere og enere pa.

Generalitet: En vurdering av representasjonene er om de kan brukes pa et bredt spekter av
matematiske objekter. Perlesnor er ikke en generell representasjon. Den fungerer med hele
tall, men ikke med desimaltall. Den er heller ikke saerlig praktisk nar man skal jobbe med

stgrre tall. Tallinja gir mulighet til & utvide fra hele tall til rasjonale tall og irrasjonale tall.

|
<
%)
1
-
o
P =
—
| e
.e
M
<
o
0]
w
|

Figur 8 Tallinje med hele tall, rasjonale og irrasjonale tall

| arbeidet med ulike representasjoner er det ngdvendig @ ha som mal at man skal utvikle
forstaelse av representasjoner som er brukbare, etter hvert som man blir introdusert for nye

aspekter ved posisjonssystemet.

Klarhet: Er den valgte representasjonen forstaelig og enkel i bruk? Hvordan en
representasjon skal brukes, er utviklet over tid og noe man er blitt enig om. Tallinje er et
eksempel pa at man gjennom bruk legger til rette for en felles forstaelse av hva den er, og
hvordan den kan brukes. Tall skrives i stigende rekkefglge, og tallintervallene deles inn i

riktig stgrrelsesforhold. Flytter man seg ti steg til hgyre pa tallinja, blir tallet en tier stgrre.

(Y Y Y Y Y Y Y Y Y

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Figur 9 Ti steg til hgyre gker tallverdien med en tier

Presisjon: Her vurderer man hvor ngyaktig representasjonen er. Tallinja kan ha ulik grad av
presisjon. Nar man forstar grunnprinsippene for tallinja, kan man bruke den mer som en
mental stgtte, og trenger verken & skrive alle tallene eller ha a2

riktig avstand mellom dem. Dette er et eksempel pa en apen [qg 200 g

tallinje, der bare rekkefglgen av tallene etter stgrrelse er viktig. ~ Figur 10 Addisjon pd dpen tallinje

En tallinje som modell for alle reelle tall skal ha bade rekkefglge og st@rrelsesforhold presist

avmerket, og er et eksempel pa stor presisjon.
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Valg av representasjon
Alle egenskapene trenger ikke a veere til stede for a velge en representasjon, men

sgensigpenefanvEreen el 90000 00008

vurdere nar ulike representasjonerer § 5 10 15 20

hensiktsmessige. | arbeid med Figur 11 Konvertering fra perlesnor til tallinje

forstaelsen av tall kan elevene bruke en perlesnor. Men etter hvert bgr de kunne jobbe uten
a bruke perlesnora, den er tungvint a bruke i det lange Igp. Kobler man en visuell
representasjon til perlesnora, vil tallinja vaere et naturlig valg. Man kan tegne snora som en
rett linje, og i stedet for a tegne hver perle setter man et merke for hver perle (Dahl & Nohr,

2010).

En lignende kobling kan gjgres mellom centikuber og hundrerutenettet. Etter at man har
jobbet konkret med centikuber, kan de knyttes til hundrerutenettet. Malet ma hele tiden
vaere & tilby elevene verktgy som kan stgtte tenkningen deres. A jobbe med konkreter, for
deretter a utvikle visuelle representasjoner som ogsa knyttes til symbolske representasjoner,

vil gi elevene dypere forstaelse av de matematiske objektene.
Bruk av representasjoner i undervisningen

Et av hovedproblemene for elever som presterer lavt i matematikk, er at de har uklar
forstaelse av sammenhengen mellom abstrakte symboler og andre matematiske
representasjoner (Gersten et al., 2014). Systematisk undervisning om sammenhengen
mellom ulike representasjoner er ngdvendig for a utvikle robuste begreper i matematikk.
Det er tradisjon a bruke konkretiseringsmateriell mye i begynneropplaeringen. Etter hvert
som elevene blir eldre, bruker man i stgrre grad symbolske representasjoner.
Konkretiseringsmateriell kan veere effektivt uansett alderen pa elevene, men ubevisst
forhold til bruk av konkreter kan vaere et hinder for elevenes leringsutbytte. En undervisning
der lzereren viser hvordan konkretiseringsmateriellet skal brukes trinn for trinn, er like lite
produktivt som der elevene far fritt spillerom og jobber uten veiledning (Stein & Bovalino,
2001). Hvis laereren styrer elevene skritt for skritt giennom aktiviteten, far de ikke rom til &
tenke igjennom og skape mening i aktiviteten. Da tar laereren en snarvei forbi elevenes egen

tenkning, og viser dem hvordan de skal gjgre det. Skal bruk av konkretiseringsmateriell gi
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mening, ma eleven selv skape sammenheng mellom representasjonen og det matematiske
objektet. Det er ikke nok a fa det fortalt. | motsatt ende av skalaen, der elevene jobber fritt
med konkretiseringsmateriell, blir de i for stor grad overlatt til seg selv. Dette fremmer
usystematisk og uproduktiv bruk av konkretiseringsmateriellet. Eleven ma selv finne
sammenhengen mellom konkretiseringsmateriellet og det matematiske objektet, og denne
sammenhengen trenger ikke & veere opplagt. Det som er en opplagt kobling mellom
konkretiseringsmateriell og det matematiske objektet for laereren, trenger ikke a veere like
opplagt for eleven. Konkretiseringsmateriell er laget for a synliggjgre et matematisk objekt.
Nar sammenhengen mellom konkretiseringsmateriellet og det matematiske objektet er
forstatt, ser man sammenhengen tydelig. Men for de som ikke kjenner til hvilket matematisk

objekt konkretiseringsmateriellet skal representere, blir denne sammenhengen uklar.

Disse fire prinsippene kan beskrive effektiviteten av bruk av konkretiseringsmateriell (Laski,
Jor’dan, Daoust, & Murray, 2015):

1. Bruk konkretiseringsmateriell konsekvent og over lang tid. Elevene trenger tid til 8 bli kjent
med materiellet og skape sammenheng mellom materiellet og det matematiske objektet.

2. Begynn med konkrete representasjoner der det matematiske objektet er godt synlig, og ga
gradvis over til representasjoner som er mer abstrakte. Konkretiseringsmateriell der den
fysiske likheten mellom den fysiske representasjonen og det matematiske objektet er tydelig,
vil gi elevene stgrre mulighet til 8 se sammenhengen mellom dem.

3. Unnga konkretiseringsmateriell som ligner hverdagsobjekter og har distraherende og
irrelevante egenskaper. Konkretiseringsmateriell kan betraktes fra to ulike posisjoner, som et
objekt for sin egen del og som et symbol for et matematisk objekt. Nar et
konkretiseringsmateriell er spennende 3 utforske for sin egen del, eller har egenskaper som
er irrelevante for det matematiske objektet, kan det distrahere og hindre eleven i a se
sammenhengen mellom representasjon og matematisk objekt.

4. Vis sammenhengen mellom konkretiseringsmateriell og matematisk objekt klart og presist.
Det er urealistisk a tro at et elevene selv skal kunne se denne sammenhengen uten

veiledning.

| avsnittene over er det beskrevet hvordan bruk av konkretiseringsmateriell kan gi gkt

leering. Disse beskrivelsene vil ogsa ha betydning for bruk av andre representasjoner, for
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eksempel visuelle representasjoner. | lzering av nye matematiske objekter vil det vaere
ngdvendig & bruke ulike representasjoner, uansett hvor gamle elevene er. A inkludere ulike
representasjoner i undervisningen krever forberedelse av laereren. Det er ngdvendig a ha
oversikt over og vaere kjent med fordeler og ulemper ved ulike representasjoner. |
forberedelsene er det viktig a tenke igjennom hvordan ulike representasjoner skal brukes og
knyttes sammen. Leereren ma selv Igse oppgaven ved hjelp av representasjoner han eller
hun tenker a bruke. Sist, men ikke minst, er det viktig a tenke igjennom den praktiske
giennomfg@ringen i klasserommet og plasseringen av elevene, og gjgre klar materiell som

elevene skal bruke (Stein & Bovalino, 2001).

Det er gnskelig at sa mange elever som mulig far utbytte av det ordinaere tilbudet. Ved at
man bruker ulike representasjoner i klasserommet, vil flere kunne delta. Elever som har
behov for seaerlig tilrettelegging, har samme behov for a utvikle forstaelse for sammenhenger
mellom ulike representasjoner som alle andre. Bruk av representasjoner blir derfor sentralt i
all undervisning, bade i ordinaer undervisning og nar det er sarskilte behov. Uansett hvilket
niva undervisningen foregar pa, er grundig planlegging og vurdering viktig for at utbyttet til

elevene skal bli best mulig.
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Eksempler pa representasjoner

KONKRETER

Proporsjonale?
Numicon

Egenskaper — egne notater

Perlesnor P

Tellebrikker, s
unifixbrikker o.l. ..Sf-_;ié

Tibasemateriell

Brgkbrikker

Cuisenairestaver

Kulerammer

Ikke-proporsjonale
Penger

Posisjonstabell

Andre
Geobrett Ii _
Klosser ”J

Geometriske figurer
Jovobrikker t
I

2 Proporsjonale representasjoner er representasjoner for posisjonssystemet, der en representasjon for ti er ti
ganger stgrre enn en ener, og en hundrer er ti ganger stgrre enn en tier.
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VISUELLE

Egenskaper — egne notater

Tallinjer el

Grafer

Tabeller g S

Hundrerutenett

Tegning

Barmodell (Singapore) -

— |

Rutenett/arealmodell s

5.8=5

MUNTLIG

Elevens eget sprak

Jeghary ’
g leagertl T

SYMBOLSK

Tall 1

ooaw

Bokstaver

abxg

Symboler

T % oo

KONTEKST

Regnefortellinger

260 7] : 200 -\ ¥

Hverdagssituasjoner &% 'ﬁ,
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